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RESUMO

A busca por um destino sustentavel e viavel economicamente para reutilizagao
de pas usadas em aerogeradores empregados na geragao eolica € motivo de
discussao e pesquisa no mundo todo. Elas séo feitas de materiais compdésitos,
geralmente de fibras reforgadas por polimeros (FRP). Muitas vezes o destino
encontrado demanda a usinagem desse material, que é feito através de cortes
utilizando um laser. Devido as caracteristicas do material, € necessario conhecer
como se da a transferéncia de calor em meio anisotropico, para que seja feito
um controle do calor proveniente do laser e que se espalha pela regido
adjacente, chamada de zona termicamente afetada do material (HAZ). A
simulacdo numérica € uma ferramenta bastante atraente para compreender este
processo. Este trabalho visa utiliza-la, aplicando duas abordagens do Método de
Volumes Finitos para avaliar a HAZ, sendo elas a Aproximagao de Fluxo
Multiponto (MPFA) e a Aproximagao de Fluxo de Dois Pontos (TPFA). A primeira
se mostra mais adequada para trabalhar com materiais em meio anisotropico,
enquanto a segunda nao € capaz de gerar uma solugao acurada a depender da
configuracao de anisotropia considerada. Foram avaliados dois casos, sendo um
de referéncia onde a convergéncia dos meétodos teve a convergéncia com a
solucdo analitica avaliada, e o caso do laser na pa edlica, que teve sua conclusdo
fundamentada no caso de benchmark anterior.

Palavras-Chave: Método de Volumes Finitos; MPFA; TPFA; Energia edlica.



ABSTRACT

The search for a sustainable and economically viable destination for reusing
blades used in wind generation is a reason for discussion and research around
the world. They are made of composite materials, usually fiber reinforced
polymers (FRP). Often the destination found requires the machining of this
material, which is done through cuts using a laser. Due to the characteristics of
the material, it is necessary to know how heat transfer occurs in an anisotropic
environment, so that heat from the laser can be controlled and spread throughout
the adjacent region, called the material's thermally affected zone (HAZ).
Numerical simulation is a very attractive tool for understanding this process. This
work aims to use it, applying two Finite Volume Method approaches to evaluate
the ZTA, namely the Multipoint Flow Approximation (MPFA) and the Two-Point
Flow Approximation (TPFA). The first is more suitable for working with materials
in an anisotropic environment, while the second is not capable of generating an
accurate solution depending on the anisotropy configuration considered. Two
cases were evaluated, one being a reference where the methods converged with
the analyzed analytical solution, and the case of the laser on the wind blade,
which had its conclusion based on the previous benchmark case.

Keywords: Finite Volume Method; MPFA; TPFA; Wind energy.
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1. INTRODUGAO

O mundo e as pessoas que nele vivem tém necessidades e prioridades
que variam ao longo dos séculos. E cada mudanga estimula a busca por
materiais que suas propriedades e caracteristicas sejam condizentes com as
necessidades de cada periodo. No inicio da humanidade, por exemplo, a
dependéncia da caca fez os homens desenvolverem pedras afiadas que
auxiliavam para a morte e tratamento dos animais que serviriam de alimento para
aquela populacéo.

Com o advento da agricultura, passou-se a valorizar os objetos que faziam
o tratamento do solo, transporte da agua, entre outras necessidades que eram
pertinentes aquele contexto historico. Rodrigues, Silva e Guerra (2012)
destacam que um importante salto das civilizagdes se deu ha 7000 anos, com o
uso de metais. Desses, o primeiro a ser usado foi o cobre. No inicio, ele era
usado no estado nativo, e era trabalhado a frio ou a quente.

Mas um importante avango foi o desenvolvimento de técnicas mais
robustas para seu tratamento, como a fundicdo. Isso permitiu que ele fosse
facilmente modelado em diferentes formas e misturado com outros metais.
Segundo Rodrigues, Silva e Guerra (2012), acredita-se que essas praticas
tiveram inicio por volta de 3500 a.C., no Egito.

Até hoje a mistura de materiais € usada em diversos contextos. Quando
€ envolvido pelo menos um metal, elas sdo chamadas de ligas. Alguns exemplos
sdo o latdo, o agco e o bronze. Quando a mistura envolve dois ou mais
componentes que nao sao de natureza metalica, da-se o nome de compdsito.
Alguns exemplos comuns sdo o concreto, madeira, e as fibras, como de vidro e
carbono.

Daniel e Ishai (1994) definem um compdsito como constituido de dois ou
mais materiais com diferentes propriedades, cuja o objetivo € obter um material
com propriedades superiores ao que cada um apresenta isoladamente. Leite
(2015) destaca que um compdsito € composto por uma fibra e uma matriz, que
quando combinados funcionam de maneira interativa e criam um novo material,
cuja as propriedades mecanicas individuais sdo complementadas.

Os compdsitos formados por polimeros (na condicdo de matriz)
reforcados com fibra estdo sendo bastante usados para aplicagdes na
engenharia nos ultimos anos. As fibras empregadas podem ser de carbono ou
de vidro. Os compdésitos que levam as fibras de carbono sdo conhecidos pela
sigla CFRP, do inglés Carbon fiber reinforced plastics. Eles ttm como principais
caracteristicas a leveza, alta resisténcia, rigidez e uma boa estabilidade
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dimensional. Costumam ser empregados na industria naval e automotiva
(ZHANG et al, 2020).

Ja os compaositos que levam as fibras de vidro sdo conhecidos pela sigla
GFRP, do inglés Glass fiber reinforced plastics. Suas caracteristicas s&o
semelhantes as da fibra de carbono, mas num comparativo entre elas, as fibras
de vidro tém menor resisténcia a tracdo, menor elasticidade e sao
consideravelmente mais baratas (FIORELLI, 2002). E essas caracteristicas
transpassam para o GFRP.

Essa combinagao de materiais distintos de forma nao diluida coloca esses
compositos na condicdo de um material heterogéneo. Esta caracteristica €
consequéncia de ele apesentar elementos de natureza diferentes ao longo de
sua estrutura. O seu oposto, os materiais homogéneos, apresentam um material
de mesma caracteristica ao longo de toda sua extensao.

Uma aplicagédo bastante comum da GFRP é nas pas de aerogeradores.
Fadigas (2011) explica que o uso de um polimero complementar a fibra de vidro
em uma pa tem o objetivo de baratear o produto. As caracteristicas de
resisténcia, tendéncia a defletir sob carga e a resisténcia a fadiga sdo essenciais
para seu bom funcionamento.

As pas de aerogeradores sao usadas por um periodo de 20 a 25 anos e
podem ter trés destinos apds o fim da sua vida util: O descarte em aterros, a
incineragdo ou a reciclagem (MAJEWSKI et al, 2022). Apesar do uso delas em
operacgao ser extremamente limpo, as fases de fabricacao e de fim de vida séo
um problema ambiental, tanto do ponto de vista de residuos, quanto de consumo
de energia (LIU, MENG e BARLOW, 2022).

A preocupacao com os residuos € maior porque tem sido registrado um
crescimento consideravel da fonte edlica nos ultimos anos. Somente entre 2020
e 2021 houve um incremento de 93,6 GW na poténcia instalada no mundo, que
passou a serde 837 GW. (GWEC, 2022). E o descarte tende a crescer na mesma
proporg¢ao, sendo a expectativa de que até 2050 haja 43 milhdes de toneladas
de residuos de descarte no mundo (LIU e BARLOW,2017).

Ha varias aplicagcdes possiveis e que tém sido avaliadas para esses
residuos. Bank (2019) fez um estudo sobre a reutilizagao das pas na construgcao
de habitagbes na regido de Yucatan, no México. A regido tem uma grande
incidéncia de furagdes e inundacgoes, e o material se mostra bastante resistente
a esses fenbmenos.

Ja Yazdanbakhsh, Bank e Tian (2018) estudaram sobre o uso do GFRP
das pas diluido no concreto. Uma conclusao importante foi que o GFRP suporta
duas vezes mais tensdo que o ago, e tem apenas 25% do seu peso. Um



empecilho encontrado foi de que os polimeros termofixos, que representam 75%
do volume dos compdsitos, nao se fundem em altas temperaturas.

A opcgao da reciclagem do compédsito como opcao as fibras novas foi
considerada em Nagle et al (2022). O estudo verificou que quando o processo
de reciclagem envolve a pirdlise (reagdo de decomposi¢ao térmica que ocorre
por meio da exposicao a altas temperaturas e ambiente desprovido ou com
pouca quantidade de oxigénio) ele nao é economicamente viavel. A obtencao de
fibras virgens é consideravelmente mais barata.

Nagle et al (2022) também destacam que as aplicagées que demandam
apenas a utilizagao das laminas em segunda vida tém ganhado popularidade ao
redor do mundo. Aplicagdes como uso em bueiros, pontes, divisorias para gado
e graos, cabanas para camping, jardineiras, pontos de Onibus e abrigos de
bicicletas sao algumas das opg¢des possiveis.

Para proporcionar o descarte através da reciclagem, € essencial
conseguir fazer um bom manejo desse material. Os GFRPs sao materiais dificeis
de cortar devido a sua natureza ndo homogénea e a anisotropia presente na
estrutura. Quando sdo usados processos de usinagem inadequados, geralmente
ocorrem danos especificos de compdsitos fibrosos, como delaminacgao, rebarbas
e arrancamento de fibras (LUKACS, PERESZLAI e GEIER, 2023).

Uma das formas indicadas de fazer o corte € através da usinagem a laser,
que atua no material através da cauterizagdo. Zhang et al (2020) destacam que
o laser tem vantagens no processamento de materiais compodsitos devido a sua
rapida velocidade, por ser flexivel e ter um alto grau de automacgao. Mas, devido
a diferenca nos pontos de fusdo e sublimagdo do polimero e da fibra,
respectivamente, sua atuacdo causara danos térmicos na area préxima, a
chamada Area afetada termicamente, que é identificada pela sigla HAZ, que vem
do inglés Heat Affected Zone.

A HAZ pode ser estudada de duas formas: Ou levando-se a pecga para um
laborat6rio e analisando-a ou fazendo uma simulagdo computacional. O primeiro
representa a opg¢ao mais cara, pois demanda uma consideravel estrutura
humana e de material. Ja a segunda consiste no emprego de solugdes de
modelos matematicos que regem esse problema, que € a transferéncia de calor
transiente.

O melhor dos cenarios, seria que o estudo da HAZ fosse feito através de
uma unica equacao diferencial, da qual se pudesse obter o valor da temperatura
em qualquer ponto da area de interesse (area que sera tratada, neste cenario,
como dominio). O resultado obtido ganharia 0 nome de solugao analitica. Porém,
devido a complexidade, € necessario o emprego de métodos numéricos para
avaliar este dominio.



Esses métodos sdo técnicas pelas quais formula-se os problemas
matematicos, de forma que eles possam ser resolvidos utilizando-se operagdes
l6gicas e aritméticas (CHAPRA, 2013). Eles sao extremamente poderosos na
resolugdo de problemas, sendo capazes de lidar com um grande numero de
equacgoes, nao linearidades e geometrias complexas que muitas vezes nao tem
uma solucao analitica.

Chapra e Canale (2016) explicam que o uso dos métodos numéricos teve
um grande crescimento no fim da década 1940, com o desenvolvimento dos
computadores digitais. Antes deles, a resolugdo dos métodos era entediante e
demandava bastante tempo, o que limitava sua utilizagdo pratica. Como os
computadores se sobressaem na execugao de calculos e nas décadas seguintes
passaram a ser mostrar cada vez mais potentes e acessiveis, eles foram muito
importantes no impulsionamento que os métodos numéricos tiveram,
principalmente nas areas da ciéncia e da engenharia.

Existem varios métodos numéricos. O escolhido para ser utilizado neste
trabalho foi o método de volumes finitos. Este tem como uma de suas principais
caracteristicas a conservagdo da massa, momentum e energia. Sua aplicagao
comeca com a divisao do dominio em pequenos volumes de controle, fazendo
com que toda a sua extensao represente uma malha, com varias subdivisdes.

Cada volume de controle teria sua propria equagao de balango da energia,
que juntos formardo o sistema de equagbes do método. Sendo assim, a
quantidade de equacgdes ¢é igual a quantidade de volumes de controle utilizados.
Cada equacdo tera uma incégnita que representara a temperatura naquele
ponto, que fisicamente, sera tratada como a temperatura para toda a area do
volume de controle. Isso faz com esse dominio seja classificado como discreto,
diferente do dominio da equacéo diferencial que é continuo.

O resultado obtido vai simbolizar a variacdo de temperatura no dominio,
permitindo que se tenha dados para que seja feita uma avaliagdo dos efeitos do
laser na HAZ. E importante perceber que o resultado real é encontrado pela
equacao diferencial. Porém, por diversas questdes, nem sempre é possivel
utiliza-la. O uso de métodos numeéricos € uma opcao para obter resultados
aproximados, e o parametro que avalia sua fidelidade € a diferenca existente
entre esses resultados. Tal diferenga é tratada como erro, e dependendo da
aplicacao dos dados seréo aceitos valores de erro maiores ou menores.

Uma forma de diminuir o erro é fazer um refino maior na malha. Define-se
como refino a quantidade de volumes de controle existente no dominio. Quanto
mais volumes forem calculados, mais fiéis a realidade serdo os resultados
obtidos. Essa configuragdo € chamada de malha fina e nela havera mais
equacoes e os calculos demandarao mais esforgo. Uma malha menos refinada,
gue é chamada de malha grossa, tem resultados mais faceis de serem obtidos

e tendem a ter um indice de erro maior.
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Maliska (2017) explica que matematicamente, esse processo de
aproximagao comeca com a substituicdo das derivadas da equacao diferencial
por valores discretos da funcéo. Essa é a integragcao da funcgéao diferencial. Ha
diversas maneiras de fazé-la, e isso caracteriza o método numérico a ser
utilizado. Alguns deles sao o de diferengas finitas, elementos finitos e 0 método
de volumes finitos, que sera usado neste trabalho.

O método de volumes finitos obtém as equagdes aproximadas
satisfazendo a conservacgéo da propriedade dos volumes elementares (volumes
de controle, citados anteriormente). Isso é feito realizando-se o balango da
temperatura (propriedade de interesse neste trabalho) nos volumes e
integrando-0s no espaco e no tempo.

Esse balango entre os volumes de controle do dominio tem como um dos
principais pilares o fluxo de energia entre eles. Para tal, ha uma abordagem
tradicional, o Two Point Flux Approximation, conhecido pela sigla TPFA. Chang,
Sheng e Yuan (2019) explicam que nela, o fluxo normal que atravessa a borda
de cada volume de controle € obtido a partir da diferenca entre as duas
incognitas centradas nos volumes de controles vizinhos.

Esta abordagem tem como uma das principais vantagens o menor esforgo
computacional para a obtencdo de um resultado. Porém, Rocha et al (2022)
destacam que uma de suas limitacbes é a incapacidade de obter solugcdes
convergentes quando o tensor da condutividade nédo esta alinhado com a
orientagdo do plano cartesiano. Chang, Sheng e Yuan (2019) destaca que essa
condicdo é comum para as malhas distorcidas, que sdo muito uteis ou até as
vezes inevitaveis na computagdo e engenharia, principalmente quando s&o
geradas a partir de dominios fisicos de geometria complexa.

Como opgéao ao TPFA, Klausen e Stephansen (2010) explanam que uma
versao mais generalista dele, o MPFA, tém uma acuracia maior nos resultados,
quando se trata de malhas irregulares ou nao ortogonais. Essa sigla vem do
inglés, o Multi-Point Flux Approximation e sua desvantagem em relagdo ao
anterior é que ele é mais caro em termos de calculos.

Diferente do TPFA, o MPFA considera mais de dois elementos na
determinagdo de um fluxo. Aavatsmark (2007) exemplifica que em uma malha
2D, o fluxo em uma meia aresta entre volumes de controle carece de
informacdes de 4 células distintas. S6 depois que esse procedimento for
concluido em 4 meias arestas que estdo em torno de um vértice, é que se passa
a fazer os mesmos calculos para os demais vértices, até ser executado em todos
os vertices do dominio.

Sobre a aplicagdo em malhas anisotrépicas, Ambrus (2012) destaca que

o MPFA supera essa dificuldade por usar mais de dois pontos no calculo do fluxo.
Essa pratica ndo € recente, e ja costumava ser empregada em casos
10



especificos, como curvilineas generalizadas, caso onde € comum o uso de um
esténcil de 9 pontos.

O objetivo deste trabalho é resolver de forma robusta um problema de
transferéncia de calor em meio anisotropico, aplicado a um cenario das energias
renovaveis. Para tal, serao avaliados casos distintos de transferéncia de calor,
que serao resolvidos através do método de volumes finitos, usando-se as
abordagens TPFA e MPFA.
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2. MODELO MATEMATICO

Um modelo matematico tem como objetivo representar a realidade de
maneira menos complexa, possibilitando a analise do comportamento de
sistemas enredados em situagdes que geralmente sao dificeis de se observar na
realidade. Ter entendimento sobre os aspectos gerais desenvolvidos neste
trabalho € essencial para compreendé-lo plenamente. Neste topico sera
discutida a transferéncia de calor, que é o fenbmeno que motivou esta pesquisa
e do qual deseja-se conhecer detalhes com todas as variaveis propostas.

O calor, por si s6, define-se como a forma de energia que pode ser
transferida de um sistema para outro em consequéncia da diferenca de
temperatura entre eles (CENGEL e GHAJAR ,2012). Essa diferencga € vista como
a forga motriz de uma transferéncia de calor, sendo diretamente proporcional ao
fluxo térmico que seria obtido. Essa dindmica é a mesma para outras grandezas,
como a corrente elétrica que tem como estimulo a diferenga de tenséo entre dois
pontos e o escoamento de um fluido que tem como for¢ca motriz a pressao entre
as extremidades consideradas. Tal transferéncia sempre ocorre na diregdo do
sistema de menor temperatura, que recebera o calor.

Outra diferenga entre temperatura e a transferéncia de calor é a natureza
de cada uma. A primeira € uma grandeza escalar. Ja a segunda € uma grandeza
vetorial, e a sua representacao deve ser complementada das informacdes de
magnitude e diregdo. Uma classificacdo importante da transferéncia de calor se
refere a variacdo de sua temperatura ao longo do tempo. Na permanente essa
variacao € nula. Situacao oposta do transiente, onde a temperatura nos pontos
do meio varia ao longo do tempo. Os problemas de regime permanente sao mais
faceis de serem analisados e por isso € comum a adogao de consideracdes de
regime permanente para analisar problemas transientes.

Em alguns estudos de transferéncia de calor, ha a necessidade de se
conhecer as temperaturas ao longo do meio. Esse resultado € chamado de
distribuigcdo de temperaturas, e sua motivagao geralmente € o calculo de alguns
valores de interesse, como a taxa local de transferéncia de calor, a expansao
térmica em pontos criticos, entre outros. Bergman e Lavine (2019) explanam que
uma vez conhecida essa distribuicido, o fluxo de calor por condugédo em qualquer
ponto do meio ou na sua superficie pode ser determinado pela lei de Fourrier,
que € mostrada na equacao 1.

g =—kVT 1
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Nela, o termo V é o operador grad. Ele varia de acordo com o sistema de
coordenadas que for utilizado. Tais sistemas s&o responsaveis pela
especificacdo dos pontos no espaco, e sua presenca € vital para a determinagao
de uma distribuicdo de temperaturas. Os sistemas existentes sao de
coordenadas retangulares, cilindricas e esféricas e sua escolha se da pelo mais
adequado para determinada geometria, descrevendo melhor suas superficies.
Isso ocorre quando o sistema permite que cada superficie do objeto seja descrita
com uma de suas coordenadas sendo constante.

Os outros termos da equacgao 1 sdo o ¢", que indica a taxa de condugéao

do calor, o kque é a condutividade térmica e T, que é a temperatura. Uma
classificagdo importante para os problemas de transferéncia de calor é sobre a
quantidade de dimensbdes que sao consideradas. Uma escolha bastante comum
nos problemas de engenharia € a 2D, quando uma dimenséao € considerada nula.
Esse tipo de simplificagdo tem como objetivo diminuir o esforgo computacional
demandando na resolugcao dos problemas, direcionando os esforgcos para as
dimensdes onde as variagbes sao mais relevantes.

Na equagao 2 é apresentada a forma geral da equacgéao de transferéncia
de calor, em que o fluxo presente na equacao de Fourrier foi substituido pela
quantidade de calor. Nela, p € a massa especifica do material, 0 Cp € seu calor

especifico, t € o tempo e O é o termo fonte.

oT

~— =V(kVT)+0Q 2
ot

pCp

Os tépicos a seguir vao detalhar algumas condi¢gbes mais especificas para
0 uso dela.

2.1 CONDIGOES INICIAIS E DE CONTORNO

Para obter uma solugdo em um problema é preciso especificar algumas
condigbes, de modo que a solugédo satisfaga todos eles. Cengel e Ghajar (2012)
explicam que as condigdes minimas necessarias séo a inicial e de contorno. A
primeira diz respeito aos parametros determinados no inicio do processo de
transferéncia de calor. Ja a segunda se refere as condi¢gdes nas fronteiras do
dominio, sendo pelo menos duas para cada dimensao considerada no estudo.
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A presenca de calor em um dominio pode ter duas explicacdes: Ou ele
esta sendo originado na propria malha ou adentra-o atravessando a fronteira.
Nos dois casos, o calor representa um elemento novo no meio a ser avaliado, e
a forma como ele surge interfere em como ele sera trabalhado no
desenvolvimento do método dos volumes finitos. No primeiro caso, sua insercao
na equacao de transferéncia é através do termo fonte, enquanto na segunda ele
interfere nas condi¢cdes de contorno.

A geracao interna de energia térmica é resultado de reag¢des quimicas
exotérmicas dentro dos limites da fronteira. Elas tém como principio a dissipacao
de calor apos sua conclusao e podem ter como objetivo a préopria geragao de
calor ou esse ser um produto secundario da reagdo. Da primeira, pode-se citar
como exemplo a corrente elétrica que passa em uma resisténcia de um chuveiro
elétrico, que tem por objetivo gerar calor que ira aquecer a agua. Ja da segunda,
pode-se mencionar um gerador elétrico de uma turbina edlica. Por mais que o
objetivo seja a conversdo de energia mecanica em elétrica, ha dissipacédo de
calor decorrente desse processo.

Ja quando o calor entra ou sai no dominio atravessando a fronteira, seu
fluxo deve ser considerado nas equacdes desses volumes limitrofes. Maliska
(2017) explica que ha trés formas de se fazer essa consideracdo. A primeira
prevé a criagdo de uma malha cujo o ponto central fique sobre a fronteira,
gerando volumes de controle fora do tamanho padrdo. A segunda prevé a
criacdo de Volumes de controle no lado externo das fronteiras. Esses
apresentam as caracteristicas dessa regido externa, e sao chamados de
volumes ficticios. O efeito colateral desse método é o aumento significativo no
numero de equacdes dos sistemas, que seria duplicado no caso de 2D e
triplicado em uma abordagem 3D.

O terceiro método é o que apresenta resultados mais fiéis a realidade e
por isso sao os mais usados em problemas de engenharia e trata-se do balanco
nos volumes de controle das fronteiras. Diferente dos anteriores, ele ndo se
baseia na criagdo de novos volumes de controle. Os volumes internos seguiréo
sendo os ultimos, mas agora receberdo um fluxo térmico. Na equagao dos
volumes de controle, esse fluxo podera ser reconhecido na forma de
temperatura, fluxo ou entrada de calor por conveccgao.

Neste trabalho, as condi¢des iniciais de contorno consideradas sio:

T(%.0)=T, (%) in O
T(%,.t)=g, in T,
~KVTii(%. .t)=gy in T, °
~KVT-ii(%.,.t)=h(T-T,) in T,
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Onde I'=T',ul’y,ul’, el’,nI, NI, =J. A condig&o inicial no dominio
Q é T,(x).0 g, representa os parametros conhecidos da fronteira de Dirichelet

(que considera uma condigdo com a temperatura especifica) e g, 0os parametros

da fronteira de Neumann (que considera um fluxo especifico). Ja a fronteira de
Robin tem os parametros 4 e T, que significam, respectivamente o coeficiente

de transferéncia de calor e a temperatura do meio. Esta pode ser compreendida
como uma combinagao Dirichelet e Neumann. O n é o vetor exteriora I".

2.2 CONDUTIVIDADE TERMICA

A condutividade térmica € medida pela capacidade do material de
conduzir calor. Cengel e Ghajar (2012) explicam que, fisicamente, ela varia com
a temperatura do material, mas utilizar um valor constante de uma temperatura
meédia resulta em um resultado suficientemente preciso. Ha também dois tipos
de estruturas dos materiais que influenciam no valor de K: Isotropia e
anisotropia. O primeiro se refere aos materiais que tem as mesmas propriedades
em todas as direcdes, o que resulta na mesma condutividade térmica qualquer
que seja a diregao considerada. Esses representam a maior parte dos materiais
considerados na engenharia.

Ja para os materiais anisotropicos a condutividade térmica varia de
acordo com a direcdo que € considerada. Sao exemplos mais comuns de
materiais com essa caracteristica as fibras e os materiais compostos. Assim,
para eles, é preciso expressar a condutividade térmica como a quantidade
tensorial para considerar a variagao da dire¢cdo. Essa quantidade, por sua vez, é
dada pelos tensores, que sao entidades geométricas usadas para generalizar a
nocao de escalares, vetores e matrizes.

Eles sdo dimensionados pelo seu grau, representado por », e o tamanho
da sua matriz é dado pela relagdo 2". Um vetor € um tensor de grau 1, ou seja,
uma matriz com dois elementos. Ja um tensor bidimensional € uma matriz de
grau 2, e conta com 4 elementos, conforme € demonstrado na equacéo 4. Nela,
a notagao sugere o uso de coordenadas cartesianas e cada um dos elementos
indica a condutividade térmica em uma direcéo.
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Aavatsmark et al (1996) explicam que quando ha elementos diferentes de
zero fora da diagonal principal do tensor, as diregdes de K nao estarao
completamente alinhadas com as coordenadas adotadas no problema. Essa
configuragdo ganha o nome de tensor diagonal. Ja para representar um meio
anisotropico e nao homogéneo o tensor deve ser completo, ou seja, deve ter
todos os elementos diferentes de zero e ao menos um deles ser diferente dos
demais.
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3. FORMULAGAO NUMERICA

O toépico anterior apresentou a modelagem matematica para o problema
de transferéncia de calor a ser avaliado nesse estudo, sendo a equagao 2 o
ponto inicial para o desenvolvimento desta fundamentacdo numérica. Mas antes,
disso é necessario ter o entendimento do método a ser aplicado, e qual a sua
importancia neste processo.

Existem duas abordagens que tém como objetivo resolver as equacgdes
diferenciais que formam um modelo matematico: a abordagem analitica e a
numeérica. Maliska (2017) explica que o primeiro geralmente sé € aplicavel para
geometrias e condicbes de contorno simples, além de contar que o problema
tenha hipoteses simplificadores que o desviem demasiadamente do fenébmeno
real.

Uma vantagem bastante significativa da sua aplicagéo € o baixissimo uso
de recursos computacionais. Uma regra elementar para a resolugido de
problemas de engenharia é sempre optar pelo método mais adequado para o
tamanho de problema. Portanto, caso um método analitico apresente uma
solugdo na faixa de precisao e exigéncia necessarias, ele deve ser escolhido
para a resolugdo. Mas mesmo para os problemas mais complexos, os métodos
analiticos ndo devem ser completamente descartados. Eles sdo importantes
porque auxiliam na validagdo dos resultados, contribuindo para o
desenvolvimento de métodos numeéricos mais robustos.

A necessidade do uso de um método numeérico surge da dificuldade em
se obter uma solucao analitica a partir da equagao do problema. Por isso, ela é
considerada uma maneira alternativa de resolugdo. Maliska (2017) explica que
eles praticamente n&o apresentam restricdes, podendo resolver problemas com
condigbes de contornos gerais e geometrias mais complexas. Quando uma
solugdo numérica é comparada com a realidade de um problema fisico, existem
dois tipos de erros que podem ocorrer: Um de natureza matematico e outro de
natureza fisica.

O primeiro é descoberto quando o resultado € comparado com outras
solugbes (sejam elas analiticas ou numéricas) e € avaliado se a equagao
diferencial foi resolvida corretamente. Este procedimento ganha o nome de
validagdo numeérica, e ele atesta a qualidade do método empregado. Ja o
segundo avalia a fidelidade entre o fendmeno fisico real e o modelo matematico
empregado. A coeréncia entre ambos tem o0 nome de validagao fisica.

Ha trés métodos geralmente usados para a solugdo numérica de
equacoes diferenciais: O Método de Diferengas Finitas, o Método de Elementos
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Finitos e o Método de Volumes Finitos. Cada um deles tem caracteristicas mais
especificas, 0 que justifica sua aplicagdo em uma determinada segado de
problemas. O de Diferengas Finitas costuma ser mais empregado na area de
mecénica dos fluidos, cujo os escoamentos s&o altamente n&o lineares. Ja o de
Elementos Finitos usualmente € empregado em problemas de elasticidade.
Esses ndo tém termos advectivos e podem ser comparados com termos
puramente difusivos de transferéncia de calor.

Uma diferenca importante entre esses dois e o terceiro, o Método de
Volumes Finitos, é o principio de trabalho. Os primeiros trabalham com pontos
de malha, ndo havendo um carater conservativo dos seus elementos. Ja o
Método de Volumes Finitos trabalha com volumes elementares, e em cada um é
feito um balanco de conservagdo de uma propriedade, para que sejam obtidas
as equagoes. Assim, segundo Maliska (2017), quando o problema demanda a
satisfacdo dos principios de conservacdo em nivel discreto, o Método de
Volumes Finitos se mostra mais adequado que os demais, como em um
escoamento de fluidos.

Moukalled, Mangani e Darwish (2016) destacam que devido a essa
caracteristica de conservagao, o método de volumes finitos € o mais usado nas
aplicagdes em ferramentas de Dinamica de Fluidos Computacionais (Do inglés,
Computational Fluid Dynamics, ou apenas CFD). Essas ferramentas sao
largamente aplicadas em diversos ramos da industria, como a aeronautica,
automotiva, quimica e de geragdo de energia. O método também tem se
mostrado adequado para aplicagdes que envolvem fluxo de calor e transferéncia
de massa.

Essa conservacdo de energia deve seguir alguns preceitos basicos: o
fluxo que entrar em um determinado volume deve ser idéntico ao que sai do
volume adjacente, os volumes finitos ndo devem se sobrepor e a soma das areas
de todos os volumes deve ser igual a area inicial do dominio.

Outra caracteristica relevante do método € sua capacidade de adaptar-se
ao problema proposto, podendo lidar com varios cenarios fisicos e aplicagdes
mais complexas. Duas caracteristicas auxiliam nesse processo: A primeira € que
ele pode ser formulado em malhas poligonais ndo estruturadas, e a segunda é a
possibilidade de se implementar uma grande variagdo nas condi¢gdes de
contorno sem grandes complicagcdes, tendo em vista que as variaveis
desconhecidas s&o avaliadas nos centroides dos elementos do volume, e nao
nas faces limite.
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3.1 O PROCESSO DE DISCRETIZAGAO

A solugéo aproximada da equacao de temperatura, segundo o Método de
Volumes Finitos, € obtida a partir da forma integral da equacgéao 2, ao longo de
todo o dominio Q e do tempo ¢, conforme € mostrado na equacgao 5.

“pCp % dQadt =j W(kVT)det + j QdQadt 5

t0Q t0Q

Na equacgado 6 admite-se que a integral do dominio € equivalente ao
somatério das integrais dos volumes de controle, além de colocar o conteudo do
segundo termo para o primeiro, igualando a equacéo a zero. Nela, o NVCé a
quantidade de volumes de controle, o ¥ € um volume de controle, e 0 QV € seu
dominio.

Jf(j | pCp 2L acas - [ VvT)dQdt— [ 0ddt) =0 6
ot 3 3

V=l roqr

Integrando-se no tempo a equagao de um volume de controle, tem-se a
equacdo 7. Nela, o Ar é o passo de tempo, o 7V' indica a temperatura no volume

de controle no instante de tempo anterior e o Tv'** é a temperatura do mesmo
volume apods o passo.

[ [pCp(Tv™ —Tv)dQv] - j [V(kVT)dQv] - j 0dQdtAt]=0 7

Qv

Para que a equacao de transferéncia de calor dos volumes de controle
possa ser usada na fronteira, sera necessario o uso do teorema da divergéncia.
Ele se fundamenta no carater conservativo do método de volumes finitos e tem
sua forma genérica apresentada na equagao 8, que iguala a integral no dominio
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com a integral do contorno, representado por I'. Nela, o F € o fluxo térmico e
n € o versor, que € um vetor com maodulo unitario. Ele € normal a cada face dos
volumes de controles dessa regido, representando sua orientagao.

j VeFdQ = j FndT 8
Q T

O fluxo térmico também esta presente na lei de Fourrier, que foi
apresentada na equacgao 1. Substituindo o fluxo da equagao 1 na equacéo 8, e
considerando-se agora a integral referente a cada volume de controle, tem-se a
equacao 9. Nela, o I'vindica todo o contorno no volume v.

[ Ve(kvT)aQy = j (kVT)ndTv 9

Qv I'v

A equacao 7 pode ser dividida em dois termos de natureza distintas. A
primeira integral € o termo temporal da equagao, enquanto a segunda € o termo
espacial. Devido a essa relagao de igualdade, apresentada na equacéao 9, pode-
se substituir o termo espacial da equagado 7 pela integral dos volumes no
contorno, resultando na equagao 10.

j [pCo(TV"™ =TV )dQw]—| j (kVT)ndTv]At — j 0dQdt =0 10

Qr

Integrando-se a equagéo 10 em relagédo ao espago, tem-se a equagao 11.
Novamente, a integral do espago € aproximada para o somatorio de seus
elementos internos, mas desta vez o procedimento foi feito a integral da regiao
de contorno. Nessa etapa também €& necessario delimitar a dimensado da
equacao, que neste caso sera 2D.

A primeira implicagcdo sera no volume dos elementos, que aparece na
equacao com o termo V,, . Por ser 2D, ela sera a area do volume de controle.

Ainda devido a essa consideracdo, a face de um volume de controle se
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apresenta apenas como uma linha. E como qualquer linha, sua representacao
necessita apenas de dois pontos, sendo simbolizado pelos termos i € j na
equacao 11. Nela também aparece a figura do é que é a média do termo fonte,
que se difere do Q, por essa ser uma fungao que varia de ponto a ponto.

PCP(TV™ =Tv' W, —(3 [ kVTndT )At = OV, AL =0 11

jelvry

Integrando-se o termo espacial, chega-se a equacgao 12. O produto entre
o versor n e a face I',; resulta no vetor area N;, que € normal a face e tem o
tamanho de sua area.

pCp(Tv™ =TV W, (D kVT N, )At - OV, At =0 12

jel'v

Nesta discretizacdo, o sistema de coordenadas escolhido sera o de
coordenadas cartesianas. Portanto, a relagdo do operador grad (que foi
apresentado na modelagem matematica) com a temperatura sera dada pela
equacao 13.

%T:k(ﬂﬁ—T) 13
ox Oy

Juntando-se a equacao 12 e 13, tem-se a equacao final desse modelo
genérico de discretizagao, na equacao 14.

PCP(TV™ T W, (> [k(? + ?)E’]Az — OV, At=0 14
x Oy

ijelv
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A solugdo numeérica da origem a um parametro importante, que
dimensiona a diferengca do resultado obtido por ela com o encontrado pela
solugcdo analitica (e exata). Esse parametro chama-se erro de truncamento.
Como a solugéo numérica advém de um dominio discreto, sua aproximagao para
um dominio continuo nunca ocorrerd com um erro rigorosamente zero. E usual
delimitar um valor de erro muito pequeno para que ele seja considerado
aceitavel, e a solugéo seja validada.

Nos topicos seguintes serdo dados direcionamentos para duas
estratégias que solucionam a equacgao discretizada. Ambos se baseiam no
Método de Volumes Finitos cell-centered discutido em Maliska (2017).

3.2 TPFA

O TPFA ¢é a abordagem mais tradicional para se resolver problemas de
métodos de volumes finitos. Sua sigla vem do inglés, Two Points Fluxes
Aproximation, e seu objetivo € calcular a temperatura em dois volumes de
controle que sejam separados por uma unica face. O principio da conservacao
de energia € empregado na consideragcao de que todo o fluxo que sai de um
volume de controle, atravessa a face e entra no outro, conforme € ilustrado na
Figura 1.

Figura 1 - Representagéao do TPFA

AX AX

T

Hebiie

Fonte: Autor (2023)
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Do ponto de vista matematico, a participacdo de apenas dois volumes
deixa o sistema mais simples, pois cada fluxo sé depende das temperaturas dos
elementos envolvidos. A equacdo 15 mostra o fluxo que passa na face central,
saindo do volume L. Ja a equagdo 16 mostra o fluxo que também passa na face,
mas entrando no volume R. Nelas, F € o fluxo térmico e Ax é a distancia entre
o centro do volume de controle e sua face.

F :_KTLA‘XTR 15
FR:_KTRA_XTL 16

Como o fluxo é conservado, ambas podem ser igualadas, conforme é
mostrado na equagao 17.

17

A condutividade térmica de calor é relativa a cada volume de controle e
para a resolugdo do TPFA ela ndo pode ser um tensor completo. Isso se da
porque esse método so faz a leitura cartesiana dos volumes de controle e para
que ele funcione de maneira satisfatoria, as dire¢des principais do tensor devem
estar alinhadas com as dire¢des principais do plano cartesiano. A equacao 18
indica que nao ha projecoes de x em y e nem de y ou x. Assim, os elementos k,,

e k, sao nulos, transformando a condutividade em um tensor identidade, que €
equivalente a um vetor.

K ("xx OJ 18
0 k,
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Em um problema habitual, a equagéo 17 teria duas incognitas: 7, e T,.

Para resolvé-la, deve ser atribuida uma temperatura a uma delas. Isso é feito
aplicando-se as condi¢des iniciais e de contorno. Assim, seria possivel resolver
as equagdes de TPFA ao longo de todo o dominio. O erro encontrado seria
avaliado e as equacodes seriam refeitas até o que ele atingisse o valor esperado
ou que o tempo maximo fosse alcangado. S6 entdo a solugéo seria aceita e seria
possivel construir a distribuicido de temperaturas do problema

Eigestad et al (2002) destacam que a dependéncia do TPFA em apenas
dois volumes o torna inadequado para o uso em malhas distorcidas e quando ha
a permeabilidade total do tensor. A consequéncia disso € a necessidade de se
obter um completo alinhamento entre o plano cartesiano e o dominio. Mesmo
assim, esse método € muito empregado em softwares comerciais. Souza (2015)
destaca que ele é tradicionalmente empregado em simuladores comerciais
usados na industria do petrdleo. Apesar da sua aplicagao ter limitagdes, ela €
suficiente, para a resolugcao de uma série de problemas.

A aplicacdo do TPFA na equacao 14, resulta na equacdo 19. Nele, a
distadncia entre os dois pontos considerados € simbolizada pela letra 4, que
também foi demonstrada na Figura 1.

t+At t+At
Iy -T L|

pcp(TLHAt _TRI)VL _(Z k[j W

N, pac=o0 19

ijel'v

O TPFA é uma técnica mais simples de se avaliar um fluxo. Porém, ela
nao tem uma boa acuracia e solucao eficiente quando considera uma malha nao
ortogonal. Chen et al (2008) destacam que nesses casos o0 MPFA, estratégia a
ser abordada no préximo tépico, geralmente possui resultados melhores, sendo
convergentes e apresentando monoticidade.

3.3 MPFA

Uma estratégia alternativa para a resolu¢ao de problemas de métodos de
volumes finitos € o Multi-flux Aproximation, que tem como sigla o MPFA. Klausen
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e Stephanson (2010) explicam que os esquemas numéricos do MPFA sao uma
generalizagdo do TPFA e, por isso, preservam algumas de suas caracteristicas.
A principal diferenga entre ambos é a maior quantidade de pontos demandadas
pelo MPFA na sua aplicagao.

Zhang e Kobaiasi (2017) destacam que essa diferenga depende da malha
que esta sendo trabalhada. No seu estudo, considerando uma mesma regiéao
com malha 2D quadrilateral estruturada, enquanto o TPFA envolveu 5 pontos, o
MPFA considerou 9. Para uma regiao triangular, enquanto o TPFA necessitou
de apenas 4 pontos, o MPFA demandou a presenga de 13. Souza (2015) destaca
que essa quantidade maior de pontos diminui os efeitos de orientagao da malha,
melhorando a acuracia da solugao. E isso independe da orientagao dos tensores,
podendo ser até diagonais ou completos. Isso se da por causa da aproximagao
do fluxo em cada superficie de controle. Como a representacdo considera mais
de dois pontos, a difusdo cruzada é considerada de forma mais adequada.

A variagao na estrutura das malhas (inclusive com a presenga de malhas
nao estruturadas) € adotada devido a busca pela melhor adaptacdo da malha ao
seu dominio. Um exemplo é destacado em Ambrus (2012), que aborda um
estudo de simulacdo dos reservatorios de petrdleo e declara que o uso de
malhas nao estruturadas € a solugdo que melhor representa 0 dominio nesses
casos. Gao, Yie Zheng (2021) destacam que esse mesmo cenario, de simulagéo
na industria petrolifera, motivou a primeira aplicagdo do MPFA.

Figura 2 - Regido de interagdo em uma malha quadrangular

Fonte: Autor (2023)
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A formulagcdo mais tradicional do MPFA se chama MPFA-O, que se
caracteriza por utilizar uma aproximacgao linear com suporte triangular (SOUZA,
2015). O primeiro passo para sua aplicagdo € a definicdo de uma regiao de
interacdo. Aavatsmark et al (1996) explicam que essa regido € definida pela
combinagado linear das células adjacentes em torno de um vértice. Sua
delimitacdo sdo as linhas que passam pelos centroides das células e os pontos
meédios de suas faces. A Figura 2 ilustra a regido de interagdo de uma malha
quadrangular, que é destacada pela coloracédo vermelha.

Na Figura 2, os pontos C1, C2, C3 e C4 representam os centroides dos
volumes de controle e sdo chamados de pontos de colocacdo. Ja os pontos F1,
F2, F3 e F4 representam os pontos médios de cada face e sdo chamados de
pontos auxiliares. Os pontos de A até | sdo os vértices dos volumes de controle
considerados, sendo D o unico comum aos quatro. As linhas entre o D e o F1,
F2, F3 e F4 sao chamadas de meias faces. A quantidade de pontos de colocagao

da regido de interagdo da Figura 2 é dada por ... Ja a quantidade de meias

faces é dada por V...

A taxa de energia que atravessa cada meia face é calculada em fungéo
de um ponto de colocacdo. E para cada fronteira, serdo calculadas duas taxas.
Por exemplo, na fronteira DF, a taxa de energia calculada em fungéo de C, é

dada pela equacéo 20.

— —

G _ =G . A/ = .
F =dpr, Npp = IgC,VT(‘I,F',& NDFI

20

No MPFA-O a aproximagao das taxas de energia esta ligada a uma outra
camada que é sobreposta a regido de interagdo, chamada de area de suporte
triangular. Essas sao triangulos formados por um ponto de colocagédo e dois
pontos auxiliares, conforme € mostrado na Figura 3. Nela sdo apresentadas 4

areas de suporte. O termo ?Tqﬂﬂ que aparece na equacao 20 é o gradiente de

temperatura em um dos tridngulos de suporte. Seu calculo € demonstrando na
equacao 21.

Na equacao 21, 0 2 ... € a area do triangulo, quando € considerado um

problema em 2D ou volume, no caso de um problema 3D. Os demais termos
indicam a temperatura no ponto considerado (7 ) e os vetores normais as faces
do triangulo, e tm a mesma dimenséo (N ).
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Figura 3 - Area de suporte triangular

C

Fonte: Autor (2023)

1
VIcir, == Ny, +Te N + T Ni) 21

GRF,

Substituindo-se o gradiente de temperatura detalhado na equagéo 21 na
equacao da vazao em cada meia face (equacgao 20), obtém-se a equagéao 22.

FG Ke(TNep, +Te Ny + T N )N -

DR,
2Q¢5r,

Ha dois caminhos distintos entre a consideracao das areas de suporte e
a formulacao da equacao 20. Neste trabalho foi considerada a abordagem que
usa o Teorema da Divergéncia como base para discretizar o gradiente de
pressdo, que é discutido em Aavatsmark et al (1998). Mais detalhes dela e de
uma estratégia alternativa serdo apresentados no Anexo A.

Todas as meias faces presentes na regido de interacdo da Figura 2
associada ao veértice D tem suas vazdes calculadas por equacdes semelhantes
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a equacao 21 Uma forma alternativa de representa-las é a matricial. A equacao
23 compila elas.

FS

o | (4 0 0 0YT,) (B 0 0 BT,
Foe | |0 4 0 01, B B0 0T, 03
FG | |0 0 4 of7,| |0 B B 0T,
re | L0 0 0o 4)ir,) Lo o B BT,

DF,

Os coeficientes A e B sdo parametros fisicos de interesse, que serao
detalhados no compilado de equacgdes 24.

4= K. (Nrr)-Nor _ Key(Ner) Nos, |

1 5 AZ ’
ZQCIF4F1 2ngzFle
KC3 (NFze ) : NDF; Kc4 (ﬁszFz ) ) NDH
A3 = ) A4 = ;
2QC3F2F3 ZQQFzFA.
Koy N Ko(en) N
1 2£2C1F1F4 - ’ 2?CIEF4 B 24
K, (Ncr)-Nor, K ,(Ngr,)-Nor,
B3 = 5 B4 = )
2QC2F1F2 2’£)CZFIF2
B _KC3(NC3F2)'NDF3 . B _Kcz(ﬁQF})'NDk} )
5 2QC3F2F.2 ’ ’ 2QC3F2F3 ,
KC4 (NC4F3 ) ’ NDth I<C4 (NCAFA ) ’ NDF4
B7 - ; B8 =
20 20

CFF, Gy Fy

As aproximagbes de taxas de energia podem ser divididas em dois
grupos: Quando a meia face esta a esquerda do ponto de colocagao do triangulo
de suporte ou quando ela esta a direita. As equagdes presentes na matriz da
equacao 23 representam apenas as aproximacgdes da esquerda. As equacoes
25 e 26 demonstram a versdo compacta das aproximagdes da esquerda e da
direita.
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fesquerda = {FDCI‘]'] FDCI% FC3 FC4 }T 25

DF; DF,

f

direita

={FS, F% FS FG) 26

Nas equagdes 27 e 28, ambas sio divididas em parametros para a
temperatura dos pontos de colocagdo (T.) e dos pontos auxiliares (T,).
Considera-se os coeficientes C e D como os parametros fisicos e geométricos
para as aproximag¢des das taxas de energia das equacdes da direita, seguindo
o mesmo modelo de 4 e B, que fazem esse papel para as equagdes da
esquerda.

f

esquerda

=T.A+T,B 27

f

direita

~T.C+T,D 28

Considerando-se a continuidade em todas as meias faces da regiao de
interacao avaliada, tem-se que as duas taxas se anulam, sendo portanto, iguais.
Assim, também pode-se igualar seus termos, conforme €& demonstrado na
equacao 29.

TA+T B=T.C+T,D 29

Na sequéncia, pode-se isolar T, , colocando-o em funcdo dos demais
termos, conforme é mostrado na equacao 30.

_T(C-4)

= 30
(B—-D)
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Substituindo a equacdo 30 nas equagbes 27 e 28, tem-se as
aproximacgoes de taxa de energia em fungado apenas da temperatura nos pontos
de colocagao, conforme € visto nas equacdes 31 e 32.

f

esquerda

=T (A4+B(C-A(B-D)")=TX, 31

f

direita

=T.(C+D(C—-A)(B-D)"H)=T.X,, 32

Os termos X, e X,, podem ser interpretados como matrizes de

transmissibilidade. O ultimo passo € a representacdo da matriz de
transmissibilidade global, que € representado pela equacdo 33. Nela, T,

representa as temperaturas nos pontos de colocacdo dos volumes de controle,
u, € o “carregamento” global do sistema e o M é a matriz de transmissibilidade

global.

MT; =u, 33

Figura 4 - Representacao de duas regides de interagdo

E

) >

JT——

H

Fonte: Autor (2023)

Na matriz de transmissibilidade global, cada linha representa as
contribuicbes de um volume de controle presente no dominio, que s&o obtidas
as partir das matrizes de transmissibilidade, que s&o obtidas de cada regido de
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interacao. A Figura 4 ilustra a relagéo entre duas regides de interacdo em uma
malha. E importante considerar que elas ndo se sobrepdem e que cada no entre
os volumes de controle tem sua propria regiao de interagao.

Em resumo, o método de MPFA-O demonstrado neste tépico expds que
ha trés camadas que sobrepdéem o dominio. A primeira € a divisdo em volumes
finitos, que fundamenta a demarcacgao das seguintes. A segunda € a de regides
de interagao, que define o objeto de estudo que se deseja obter, a vazao nas
meias faces em torno de um vértice, além da equacdo associada com essa
grandeza. A terceira sdo as areas de suporte, que € construida a partir de
informacdes das duas anteriores e € fundamental para o calculo da taxa de
energia nas meias faces.

A atividade presente no dominio tem sua mensuragao aproximada a partir
dessas camadas, sendo o objetivo final a obtengdo de uma matriz global, que
vai apresentar todos informacdes sobre todos os volumes de controle,
apresentando um panorama geral do dominio.
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4. APLICAGCOES E RESULTADOS

Neste trabalho, serdo apresentados dois casos com caracteristicas
distintas que seréo resolvidos usando o TPFA e o MPFA. O primeiro sera um
benchmark, no qual sera possivel obter uma solugao analitica e outra numérica,
em que a convergéncia entre ambas sera avaliada. O problema pode ser
considerado um teste classico, e avalia a condugédo de calor transiente e néo
linear em um material anisotrépico e homogéneo. Ele sera a referéncia para a
analise do segundo, que tem um nivel de complexidade maior.

O segundo caso representara um problema com caracteristicas reais e
contara apenas a solugdo numeérica. Ele envolve a conducgao de calor de calor
transiente e nao linear em uma pa de turbina edlica anisotropica devido ao
processo de corte a laser. A investigagao consistira na avaliagédo do desempenho
da formulagdo numérica em simular corretamente a condugao de calor transiente
em geometrias mais complexas, caracterizado por uma nao linearidade fisica.

4.1 CASO 1

Este tera como fendmeno uma transferéncia de calor transiente e nao
linear, via conducdo, em um material anisotrépico e homogéneo. E uma
adaptacdo do que foi apresentado em Yao et al (2014). A solugao analitica
advém da relagao apresentada na equacao 34. Esse € o resultado de referéncia,
ao qual o resultado numérico buscara se aproximar. O nivel de aproximacao
obtido sera tratado nesse trabalho como convergéncia.

T(x,y,t)=e"'cos(x+y) 34

A diferenga do resultado analitico para o numérico, também conhecido
como erro, é obtido através da equacdo 35, que € a representacdo da norma L2
para esse problema. Nele, as temperaturas dos centroides dos volumes de
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controle sdo dadas por duas variaveis, nas quais a 7,(x,) € o valor precisoe o 7,
sao os valores aproximados.

S QT(x)-T)]
E= |t 35

2.[Q]

ieM

A condutividade térmica é dada por um tensor diagonal anisotropico onde
o componente transversal é k=10 W /m°C e o longitudinal & k, =1 W /m°C .

Serdo usadas duas malhas, sendo uma regular e alinhada com o plano
cartesiano - Figura 5 (a) - e outra distorcida - Figura 5 (b). Nas simulagdes, serao
considerados diferentes refinamentos, que serdo de 8, 16, 32, 64 e 128
subdivisdes. Outra variagcao € no passo de tempo. O Ar assume os valores de
0,001s,0,01s,0,1se1s.

A presenca destas variaveis se da por causa da natureza transiente do
problema, e possibilita a analise de como cada método atinge a convergéncia de
forma individual, tendo como variaveis o refinamento e o passo de tempo. Ja as
condicbes de contorno estardo inalteradas em todos os exemplos, sendo
consideradas as condi¢cdes de Dirichelet em todas as faces.

Figura 5 - Malhas utilizadas na simulagdo do Caso 1

(a) — Malha cartesiana (b) — Malha distorcida

Fonte: Autor (2023)
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A Figura 6 apresenta o resultado da primeira simulagéo, que considerou
as duas malhas usando-se a estratégia do TPFA. Nele, é percebido que nao
houve nenhum movimento de convergéncia mais relevante para a malha
cartesiana com Ar=1s e nem para as simulagdes com a malha distorcida. Para
as demais simulagdes, quanto menor o passo de tempo, maior foi a convergéncia
observada.

Figura 6 - Taxa de convergéncia do TPFA para o Caso 1

5 —O—Mﬂ]hu regular. At= 0,001 s
|| —{—Malha regular. At=0.01 s
-14 H—0—Malha regular. At=0.1s
—fe—Malha regular, At=1s

- W - Malha distorcida. AL = 0.001 s i
| = z' Malha distoreida, At = 0.01 s

-16 H- = - Malha distorcida. A= 0.1 s b
||~ =% - Malha distorcida. At= 18

2 25 3 35 4 4.5 5

Log(N subdivisdes)

Fonte: Autor (2023)

Aavatsmark (2002) explica que quando as diregdes principais do tensor
de condutividade térmica estao alinhados com a orientacdo da malha, que é k-
ortogonal, o método TPFA tem a tendencia de apresentar uma maior
convergéncia. Isso € demonstrado nos exemplos da malha cartesiana, sendo
uma percepgao adicional a de que quanto menor o passo, mais acentuada é a
convergéncia.

Ja a Figura 7 apresenta o resultado para as mesmas malhas usando a
estratégia do MPFA. Nele, em oposi¢cao ao anterior, houveram resultados da
malha distorcida com algum movimento relevante de convergéncia. Chen et al
(2008) explica que as aproximacbes de MPFA podem ser empregadas em
malhas poligonais quaisquer, inclusive nas que nao tiverem uma malha k-
ortogonal. Souza (2015) destaca que o esténcil de nove pontos (usado em
malhas estruturadas quadrilaterais em dominios bidimensionais, como a malha
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cartesiana deste caso) diminui os efeitos de orientacdo da malha e melhoram a
acuracia da solucédo. A exemplo do obtido no caso anterior, a convergéncia €

diretamente proporcional a diminuicido do passo.

Figura 7 - Taxa de convergéncia do MPFA para o Caso 1

-7 = T T

Log(Eu)
=

—O—Mnlha regular, At=0.001 s

—{F—Malha regular, At=10.01 s
-14 - —O—Malha regular. At=0.1 s
—“,iﬁ"*—Mtha regular, At=1s
-15 H~ W - Malha distorcida, At = 0.001 s
i < = Malha distorcida, At = 0.01 s
-16 H= =+ - Malha distorcida, At = 0.1 s
_‘_f)f_;l\»’laiha distorcida, At =1 s

i
L
T

2 2.5 3 33

4 45

Log(N subdivisdes)

Fonte: Autor (2023)

Figura 8 - Taxa de convergéncia para os dois metodos com At = 0,001 s

L e —————— — =
8t .
+ TPFA. Malha regular
—l— TPTFA. Malha distorcida
=2 —O— MPFA. Malha regular |
—— MPFA. Malha distorcida
-10 f ]

3 3.5

()
)
n

4 4.5

Log(N subdivisoes)

Fonte: Autor (2023)
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Nas duas simulagbes, chama a atengao a relagao entre as convergéncias
obtidas para o TPFA e MPFA na resolucdo da malha para um Ar=0,001s. A

Figura 8 representa as duas simulagbes no mesmo grafico. Para a malha
cartesiana as duas curvas de convergéncia se sobrepéem, mostrando uma
acuracia semelhante dos dois métodos para uma grade regular. Isso demonstra
que apesar do MPFA ser mais desenvolvido, para esse caso o TPFA é suficiente
para a aproximagao.

Ja quando é considerada a grade distorcida, o TPFA nao apresenta
qualquer convergéncia, diferente do MPFA, que converge. Isso deixa clara a
necessidade que um material anisotrépico usado de base para uma malha nao
ortogonal tem por um processo de discretizagdo das suas equagoes.

4.2 CASO 2

No caso anterior, 0 material de estudo foi um benchmark para validacao
da formulagdo numérica proposta. Ja neste problema, o objetivo é simular o
comportamento do modelo matematico em um caso real te6rico com a geometria
e 0 material mais complexos. A geometria escolhida foi uma lamina de uma pa
de aerogerador. Elas sdo compostas por camadas de fibras de carbono ou vidro
e matrizes de polimeros termofixos. (LEON, 2023).

Figura 9 - Pa da turbina considerada na simula¢cao do Caso 2

Visao geral da
secao

(@)

Regido de
(b) corte
aproximada

Dominio
computacional
(c) com indicacao
da linha de
fonte térmica

Linha da fonte de calor

Fonte: Autor (2023)
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Este estudo tem como meio para atingir o objetivo final o conhecimento
da distribuicdo de temperaturas do dominio ao longo do processo de
cauterizacdo da pa, que sera motivada pela aplicacdo de um laser na sua
estrutura. Meng et al (2020) afirmam que essa distribuicdo ocorre de forma
irregular devido a anisotropia da estrutura, que é natural devido a sua disposicao.
Ela depende, mais especificamente, da orientagao das fibras.

As dimensbes da pa e as propriedades do material foram obtidas de LM
Glasfiber (2009) e sua geometria foi obtida apds uma adaptagao de Joustra et al
(2021). A Figura 9 mostra uma secgéo pa edlica de perfil, com destaque para a
regidao que pode ser termicamente afetada pelo procedimento de corte usando
um laser.

Para a simulagéo, foram adotados p =1520 kg /m?*, C =1065 J/kg°C e uma
fonte de calor média na linha de corte de §:3500/VCVAdj’ onde o V,, €0

volume (area em 2D) de todos os volumes de controle adjacentes a linha de corte
a laser. O tensor de condutividade térmica tem como diregdes principais
k,=8W/m°C e k_=0,67W/m°C, & rotacionado em 45° e tem o tensor

completo apresentado na equacgao 36.

4,33 3,66
K=|_" ’ 36
3,66 4,33

A condicao de contorno de Robin é adotada, sendo que nas superficies
livres ou é considerado o coeficiente de transferéncia de calor de
h=10 W /m? °C ou a temperatura do meio de 7, =25°C (WANG, 2016). Foram

feitos testes prévios a fim de se obter um valor de Ar refinado, o que tornaria a
solugéo precisa. O resultado foi a execugdo de cortes com duragdo de 5
segundos e 5000 passos de tempo, 0 que resulta em um Az =0,001s .

Para este caso, foram implementados dois tipos de malha. A primeira é
uma malha Delaunay com geometria triangular desestruturada com 9.459
volumes de controle. Ela fica mais refinada proxima da linha da fonte térmica,
qgue é onde os efeitos térmicos sao mais relevantes. Ela € demonstrada na Figura
10. O segundo tipo é uma quadrangular ndo estruturada que foi subdividida em
9.928 volumes de controle. A exemplo da anterior, ela também fica mais refinada
na regiao proxima a atuagao do laser. Ela € demonstrada na Figura 11.
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Figura 10 - Fragmento de malha triangular do Caso 2
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Fonte: Autor (2023)

Figura 11 - Fragmento da malha quadrangular do Caso 2

Ll 1L

Fonte: Autor (2023)

Como néao foi obtida uma solugdo analitica para esse problema, a
conclusao advinda do benchmark sera considerada na analise de resultados do
Caso 2. Devido ao problema tratar de um meio anisotropico que € ndo ortogonal,
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€ suposto que o campo de temperaturas do MPFA representa um resultado mais
convergente que o TPFA.

A Figura 12 (a) representa a distribuicdo de temperaturas neste corte a
laser usando-se o TPFA, enquanto a Figura 12 (b) representa o campo de
temperaturas para o MPFA. E perceptivel que a distribuicdo no MPFA é mais
suave, o que demonstra uma menor influéncia do corte a laser nas propriedades
do material.

Para avaliar a distribuicdo de temperatura antes do corte, passando por

ele, e apds é considerada uma linha imaginaria que o atravessa de forma
transversal, conforme é demonstrado na Figura 13.

Figura 12 - Campo de temperaturas para malha triangular

Variagdo da Temperatura
Variagdo da Temperatura 24.94 196.8 368.8 540.7 712.6

25.00 19q.2 _355.4 _ SZQ.S 685.7 N
(a) Simulagdo em TPFA (b) Simulagdo em MPFA

Fonte: Autor (2023)

Figura 13 - Representacao da linha imaginaria transversal ao corte a laser

Linha imaginaria
transversal

Linha de corte
a laser

Fonte: Autor (2023)
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A distribuicdo de temperatura tanto para TPFA quanto para MPFA na
linha, que cruza a borda superior do corte, € exemplificada na Figura 14. Nela, é
vista que apesar dos métodos serem responsaveis por produzir solucdes
numeéricas distintas, essa linha n&o sofre grande influéncia. Visualmente, a linha
do MPFA aparece um pouco atrasada em relagdo a do TPFA, e também
apresenta uma temperatura maxima mais alta.

Para a malha quadrangular foram feitos os mesmos estudos, dos feitos
na malha triangular. O campo de temperaturas simulado € apresentado na Figura
15, onde o (a) indica a simulagdo em TPFA e o (b) em MPFA.

Figura 14 - Distribuicao de temperaturas na linha de referéncia para malha
triangular
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eré
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200

eratura ao longo da linha de ref

Temp

0
0.85 0.855 0.86 0.865 0.87

Comprimento da linha de referéncia (m)

Fonte: Autor (2023)

Com a malha quadrangular, o campo de temperaturas do TPFA segue
mais ruidoso em relacdo ao MPFA. Isso se da porque esse método sofre mais
influéncia da orientagcdo da malha, ocasionando o aparecimento de variagcoes
gue seguem suas curvas. Esse entendimento tem fundamento na Figura 16, que
apresenta o mesmo resultado da simulagao da Figura 16 com a sobreposigao da
malha e da zona termicamente afetada (HAZ).
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Figura 15 - Campo de temperaturas para malha quadrangular

Varia¢do da Temperatura

Variag¢do da Temperatura

25.00 199.2 373.4 547.6 721.8
25.00 188.2 351.3 514.5 677.6
(a) Simulagao em TPFA (b) Simulagdo em MPFA

Fonte: Autor (2023)
Na Figura 16 (a) € possivel perceber que a distribuicdo de temperatura

depende da orientagao da malha, diferente da Figura 16 (b), onde ela ocorre de
forma independente e mais uniforme, como se a malha nem existisse.

Figura 16 - Campo de temperaturas para malha quadrangular com malha e HAZ

Variagdo da Temperatura Variagdo da Temperatura

25.00 188.2 3513 514.5 677.6 25.00 199.2 373.4 547.6 721.8
(a) Simulagdo em TPFA (b) Simulagdo em MPFA

Fonte: Autor (2023)
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Figura 17 - Distribuicao de temperaturas na linha de referéncia para malha
quadrangular
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Fonte: Autor (2023)

A Figura 17 apresenta a temperatura na linha imaginaria transversal ao
corte, mas desta vez para a malha retangular. O grafico € similar ao apresentado
na Figura 14, porém ha uma divergéncia entre as simulagdes que merece
destaque. A disparidade na temperatura entre os dois graficos chega a 100°C
quando sao comparados os pontos que apresentam maior discrepancia dentro
das curvas.

Como neste exemplo ndo temos um resultado analitico, ndo pode-se
afirmar qual o melhor método para resolugdo. Mas os resultados do benchmark
e as diferengas entre os resultados obtidos para TPFA e MPFA apontam que em
um caso com forte anisotropia e ndao ortogonalidade da malha, caracteristicas
deste exemplo, necessita de um método mais robusto, como o MPFA. Para
esses casos, segundo o benchmark, o TPFA nao convergiu.
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5. CONCLUSAO

As aplicagdes consideradas neste trabalho tiveram uma adaptacdo dos
métodos TPFA e MPFA e foram fundamentadas no método de volumes finitos
cell-centred. O primeiro caso € um exemplo classico que tem a finalidade de
servir de referéncia para o caso 2, que tem um nivel maior de complexidade. Ele
demonstrou que para uma malha cartesiana o TPFA e o MPFA apresentaram
um resultado semelhante, que convergiu para o resultado analitico. Isso nos leva
a concluir que ambos s&o aptos a obter uma solugao valida para uma malha
cartesiana.

Ainda no caso 1, no segundo exemplo a malha sofre uma distorgéo e
perde a caracteristica da regularidade. Os resultados do TPFA passaram a nao
convergir mais, diferente do MPFA que seguiu convergindo em dire¢do ao
resultado analitico. Isso demonstra que o MPFA € um método eficiente mesmo
para uma malha que nao é k-ortogonal, diferente do TPFA.

No caso 2, a simulagdo envolveu o corte a laser em uma pa edlica. O
objetivo foi avaliar o efeito térmico que o laser causaria nas caracteristicas do
material, que é anisotropico e possui uma estrutura complexa. A primeira malha
considerada foi triangular, e teve resultados diferentes para os dois métodos,
mas nada muito complexo que pudesse validar a hipétese. Porém, quando foi
utiizada uma malha quadrangular, as zonas afetadas termicamente
apresentaram diferencas significativas entre os dois métodos. O TPFA seguiu a
orientacdo da malha, enquanto o MPFA se comportou de uma forma mais
independente, o que € uma forma mais fiel a realidade. Outra diferenca entre
ambos foi a diferenga de 100°C entre os pontos de temperaturas simulados pelo
TPFA e MPFA, reiterando a diferenca na solucio obtida em cada um.

O MPFA converge para quaisquer malhas e para tensores nao ortogonais,
diferente do TPFA. Isso demonstra uma melhor adequacdo do MPFA para
trabalhar com o problema proposto no caso 2 e conclui-se que os objetivos
principais deste trabalho foram alcangados. Porém, o MPFA-O (forma utilizada
neste trabalho) é deficiente para lidar com razdes elevadas de anisotropia (
k. >>k, ). Mas existem outros métodos que tem resultados coerentes para esse

tipo de cenario, como os métodos cuja discretizacdo sao procedimentos nao
lineares.

Para pesquisas futuras, sugere-se aplicar esses métodos para o problema
abordado neste trabalho. Outra sugestao € a aplicagao desta versao do MPFA
para problemas transientes de outras areas, como problemas de difusdao. Uma
aplicagdo que também pode ser relevante seria avaliar o efeito do termo de
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acumulacgao (transiente) sobre a contengdo de instabilidades numéricas para
problemas com elevada razédo de anisotropia.
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ANEXO A

O MPFA-O é o forma mais popular de MPFA. Sua solugcédo conta com a
consideracao de que o fluxo € continuo no ponto central de cada face presente
entre os volumes de controle. (MOHAMMADNIA, REYNOLDS e
FOROUZANFAR, 2017). Uma importante etapa para sua discretizacédo € a
aproximacao do seu gradiente. Ele pode ser feito de duas formas: fundamentado
no teorema da divergéncia (Aavatsmark et al, 1998) e na transformagao do
gradiente, transportando-o de um espago de referéncia para um espaco fisico
(EDWARDS e ROGERS, 1998). Aqui neste anexo sera feita uma demonstragéo
do método de Edwards e Rogers (1998), que nao foi aplicado na pesquisa.
Porém, diferente do desenvolvido ao longo do trabalho, sera considerado um
gradiente de pressao.

As duas abordagens tém como principio os dois pontos auxiliares e o
ponto de colocagao que formam a area de suporte, ilustrada nos volumes de
controle (fundo branco) e da regido de interacao (fundo vermelho), na Figura 18
(a) e representada com mais detalhes na Figura 18 (b). A equag&o 37 mostra a
integracado do gradiente de presséo da area de suporte triangular usando-se o
Teorema da Divergéncia.

Figura 18 - Camadas de volumes finitos, regido de interacdo e area de suporte
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Fonte: Autor (2023)
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[ VpoQuc= | Pl 37

QFG,F, TEC,F

O Q,. é o volume da area de suporte da Figura 18 (b), ou area —

tratando-se de um dominio 2D. Uma hipotese simplificadora aplicada é que a
distribuicdo de pressao nele é linear. Portanto, seu gradiente é constante e pode
sair da integral, conforme é mostrado no lado esquerdo da equagao 38. No lado
direito é aplicado o Teorema do Valor Médio.

1

inﬁ 38

RGF, =1

Vp-

O i presente no somatodrio da equacao 38 refere-se aos pontos médios
da area de suporte triangular. Portanto, 0 p, eo N indicam, respectivamente, a

pressdo e um vetor normal para cada um desses pontos. Essas pressdes podem
ser escritas como uma média dos extremos de cada face, e fazendo essa
adaptacéao, tem-se a equacgao 39.

6[) = (P, + pCZ)NFlCZ +(pey + sz)NCze +(Prs +pF1)NFzF1] 39

2 RGE

Utilizando o principio da conservacao de massa, tem-se que o somatorio
dos vetores Ngc,,Ncr € Ngir € igual a zero. Isso permite que sejam
consideradas duas relagdes entre eles, ilustradas nas equacgdes 40 e 41.

N.FIC2 = —NCZFZ - NFzFl 40

chFz = _NF2FI - NEC2 41
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Substituindo as equagdes 40 e 41 na equagao 39 e rearrajando-a, chega-
se a equagao 42, que € analoga a equacao 21, com a diferenca de que se
referente a gradiente de pressao, e ndo mais temperatura.

1

Vp=- (pFlNF1C2 +pC2NC2F2 +pF2NF2F1) 42

FGF,

A abordagem que foi adotada por Edwards e Rogers (1998) utiliza um
triangulo de referéncia como area de suporte. A relagao entre ele e o tridngulo
fisico, que é o mesmo do considerado na Figura 18 (b), é mostrada na Figura
19.

Figura 19 - Espaco fisico e espacgo de referéncia
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Fonte: Autor (2023)

O espago de referéncia da Figura 19 (b) mostra que o gradiente de
pressao pode ser aproximado a partir de uma diferenga de potenciais. A equagéao
43 mostra a distribuicdo linear de pressao nele, onde os termos ¢ e @ séo as

coordenadas do grafico da Figura 19 e os p, s&o as pressdes nos pontos
correspondentes.
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p(¢,a))=p1¢+p2w+p3(l—¢—a)) 43

Isolando-se as coordenadas na equacéao 43, tem-se a equacao 44.

p($, @) = $(p, — py) +&(p, — py)+ p, 44

Paralelamente ao que foi descrito na equacao 43, pode-se escrever as
coordenadas do espaco fisico (x e y) em fungdo das coordenadas do espaco

de referéncia (¢ e w). Para tal, tem-se um mapeamento biunivoco, descritos
nas equacgdes 45 e 46.

x(p,0)=x¢+x,0+x,(1-¢—w) 45
y(¢,a))=y1¢+y2a)+y3(1—¢—a)) 46

A equacgao 44 retrata a distribuicdo de pressdo em funcao da diferenca

entre os valores do espaco fisico. As equacgdes 47 e 48 se fundamentam nela
para chegar na derivada para cada espago de referéncia.

ipjrz v 47
( 5 (p,—ps)

(_@p j =(p,—p3) 48
(0]

A equacgao 49 une as equacbes 47 e 48, e representa o gradiente de
pressao do espaco de referéncia.
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T
VD0 = {8_]9 5—1’} 49

Levando-se em conta a dependéncia estabelecida nas equacgdes 45 e 46
e a Regra da Cadeia aplicada sobre a equagao 49, o gradiente de pressao no
espaco de referéncia pode ser descrito com a mesma variavel no espaco fisico,
conforme € mostrado nas equagdes 50 e 51.

b _Ppox by 50
o ox op oy o4
P _Py  pox 51

dw 0x 0w Ox dw

Reescrevendo-se as equacgdes 47 e 48 na forma matricial, tem-se a
equacao 52.

op ox Oy \[Oop
o¢p o9 0¢ || Ox
op ox oy ||
ow oo 0w )\

A mudanga de base para o gradiente de pressao necessita do emprego
de uma matriz de transformacgao, que sera usada a Jacobiana (J ). Assim, para
se obter o gradiente do espaco fisico, deve-se multiplicar o gradiente da
referéncia pela matriz inversa de J, conforme é mostrado na equacéao 53.

§px,y = J_1§p¢,(u 53
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A inversa da matriz Jacobiana é obtida com a matriz de cofatores dividida
pelo determinante de J, conforme € demonstrado na equacéo 54.

&
gl = 1 oo 0¢ :;((yz_yz.) (y3_y1)]
det(J)| ox dy | det(J)\(x3—x,) (x,—x;)

ow 0¢

54

Quando é considerado o suporte triangular F,C,F,, o det(J) equivale ao
dobro da area de suporte, que € dado por 2Q.. . . Além disso, sua inversa para

esse suporte pode ser escrita em fungédo dos vetores normais as faces da area
de suporte, o que € demonstrado na equacao 55

1 — .
J;“IICZFZ = (chFl chFz) 55

FGFE,

A partir da equacao 55, inserindo as diferengas de pressdo da equacéao
xx e fazendo as devidas relagdes (C, =3,F, =1 e E, =2) o gradiente de pressao

para a area de suporte considerada € ada pela equagao 56.

= R N 2
Vp,, = (Ney, chFz)[ " J

FC.F, Pr, — Pc,

56

_ 1 . .
Ny GE\WE ~ P GHR\FFR ~ FPc
Vp [Ner (Pr, = Pe,) + New (Pr, — pc,)

2QF1C2F2 l
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